Cours Limite et continuité avec Exercices avec solutions
PROF: ATMANI NAJIB 2BAC BIOF: PC et SVT

LIMITE ET CONTINUITE

Il )LIMITE D’ UNE FONCTI ONLIEiNs dENqUBPI@HINT

COMPLEMENTS (limite a droite et & gauche et lim £ P P 20| too | 0 | too
opérations sur les limites) limg |£'#0| 40| O { 0| +
1)Rappelles : . £
. . ~ lim — = 0 too | +oo ? ?
Soient P et Q deux fonction polyndbme et x, e R g £
etaeR" alors : 2)Exercices : RAPPELLES
1) lim P(x) = P( %) Exercicel : Déterminer les limites suivantes :
o JX2+3 4
. P(x) _P(%) . Dlim ——— 2) im2xX°+x* % 4
2) lim Q( ):W Sli Q()(O);tO x—1 2x—1 X—>+ o0
X=X X
o . & _ 3) lim 2x+5%¢ 7% 4) im 3x+8xX% 2%
3) wylsmx:sm)g 4) l@ocosx= COsX, o 10 Aal W T o
: . tanx-1
5) lim tanx = tanx, si xo;t% +kr keZ 5) lim VX*+x X 6) lim e
X=X X—+ 0 x—»E
4 X——
5) lim Vx=./% si % >0 4
X—>% ,—2
. sinx . tanx Solutions :1)Iimx;3ﬁ:§ 3
6) Im——=1 7) lim——=1 1 2x-1 1
=0 X =0 X 2)Iim2xX+x X 4 lm2% =
8) lim sinax_l 9) lim tanax _, o 2 7y o y
0 ax =0 ax 3) lim 2X+5X2 _7X3=Iim 7_x3 dim — =
10) i 1— COSX__l X—>+ oox_loxz _E]_?,(E X —>+uj;,é X o+ QD
o0 X2 2 2 lim 282Xy gm 2o

X—o— o )(2_|_2X6 X —— oo2X6 X -y

hmf | ¢ £ f | to| —w0| t 5) Im VXC+Xx X ?
ng £ + oo - 00 + o - 00 - 00 o
limf+g| £+f' | +o | -0 | too | —oo |Fermeind Ona: limx*+x = +donc: imyxX+x = +
= X—>+ © X—+ @
Ces propriétés sont vraies si x tend vers a+ ; a—; | Et lim-x = -
+ o O u — X—>+

on trouve une formes indéterminée : "+ « —"

mf [ 4 L0 5040l tco] 0] 0 40| <o ta 5 - (sz”‘x)(“ X y}
- - im VX +x X Hm
lmg | ! | t0| -0|te|-0|t0|-0|te| -0 -0 X+ 0 X 40 (/x2+x+x)

lmfxg| [0 | +o0 | - | = | +o0 [omeind|fomeind] +e0 | +00 | - ) ;
. o Xex X X
lim Vx2+x —x km lien

X+ X =+ X2+X X X o+ ‘2 1
lim f20l 00 | o |too| -0 X 1+; j-I-X
| 1
I.|.|I|._ — +oa| = oo ﬂ EI . X
f { = lim ———=—— or x -+ o donc |X = X
X+ © 1
|x| 1+= |
X
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-3x 4 x2+1

lim i
5—SInX

_Hmmfiﬂm k(x)': x(>.<—2). -et h(x)=

1)Déterminer : lx'anf(X) et lim f(x)

X—>+ ®

Nl —

tanx-1

. T

6) lim On pose x-— =h 2)Déterminer : lim g(x) et limg(x)
¥ X=— X+ o0 X—>
3)Déterminer : Iirrgh(x)

donc x—>£<:>h—>0

4 4)Déterminer les limites aux bornes du domaine
tanl h+ 7% de deflnltlon de k
| tanx — 1_Iim Solution :
x> x—% o h 1)Déterminer : leanf( et f(x)=v2x {L( x)+

Iin;2x+1 5 et IirT;—3x X =106

= = Donc : Ixirfzf(x):\/g X 10) 1045

tanh+ tarﬁ
tanl ha & 4 tanh+1
1- tanh

1-tanh xtari- _ _
4 lim 2x+1 =lim 2x

_ tanx—1 . 2 tarh 2 o R
l =lim = 1x2 Donc : lim v2x+1 = +
X_>% X_z h—0 11— tanh h 1 X+ 0
Etona: m-3x* &« #m 3¥ =
Exercice2 : (Limites a droite et & gauche) Donc : lim f(x)= -
. . (X+1) 2
. , =2x° 4
Soit la fonction f : x+— 1 e 2) limg(x)? et g(x):( 7 (\/} 4_[)
X+ ® X—

Etudier la limitedefen x,= 4 . .
o Ona: lim+yx= + donc: lm+x+1 = +

X+ 0 X—+

Solution :Déterminons lim f(x) et lim f(x) 2
x—>-1 x—>-1

2 2
X1 X<l Et fim -2 ;&:Iim 2:( =2-donc: lim g(x)= -
vx <R { 1’_1} )HJ'OO(X—B) X o+ o) X—>+ 0
: 2 4
Si:—1<x=<1: f(x)= (1) _x+l * 2 L'[gg( x) ? etg(x)= (*/_ 4)
Ix+q[x 4 x & (X_?’)
: : ) ~

Donc : Iimlf( )_Ilm1 —X+i G mﬁﬂ 3 vt lein?)—ZX 1 ret

X—>— X — X

- S im(x-3)° 4" donc : limg(x)= -
Si: x<-1: f(x)= (x1)) x4l

C)=Frdx 4 x 3) imh(x) 2.

Donc : lim f (x )_IlmX—Jrl 9 lim h(x) =lim X +1sin

ij—_ll Lﬁix 1 x—0 x->0 X X
donc : Iin)lf(x):llmif(x) Hdonc : Iirr)lf(x)=0 Or Ilm%_l et puisque : Ilngx2+1 4 et

x--1 X< 4
Exercice3 : Soient les fonctions tels que : 'X'Lr(‘) =0

2x° 4 2
f(x)=~2x 11( 3¢ X)‘ etg (Xxg) (\/— ﬂ) et Iing)x ;rl: + alors : imh(x)= +
-0 X X—>

2 k(x):X_(B)z(_JZEL) donc: D,=] -8 Jod |2 [
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) .o=3x 4 3X 3-
lim k(x)=lim ——— dim Bm — O:
.x—>+ac ( ) X _”XZ—ZX X —>+)€ X o

. .o =3x 4 X .
e [im k(x)=Ilim H4im — hm—O:
X—>— () X% 2% X o-% X  o¥w
e|im-3x 4 letllmx -2X O

x—0

Etude du signe de : x*—2x

T
z(x—2)

+ 0 - ¢
lim x*-2x 9 et limx*-2x H°

x—0" x—=0"

Donc : limk(x)= - et limk(x)=

x—0° x—0"

||m 3x 4 Setlim ¥*-2x H" et limx*-2x O

x—=2" x—2"

Donc : limk(x)= - et limk(x)=

x—2" X2
)

CONTI NUITE D’ UNE FO
NUMERIQUE EN UN POINT :
1)Activité : Considérons la fonction f définie

“+00
+

Donc :

+

_|_

f(x )_ﬂ Si.x A
par :
f(1)= 4
1) Déterminer D f 2) a) lim f ()
b) Comparer lim f (x) et f(2)
Solution :1) D; =R <1}
2)a)
lim f(x):limi)“r5 m (x-3)(x lim x 5 - 4:
x—1 x—1 x—1 x->1 X 4 x->1

f@)

On dit que f est continue en X, =1

2) Définition : Soit f une fonction définie sur un
intervalle de centre a. On dit que la fonction f
est continue en a si elle admet une limite finie

enaet lim f(x)= f(a)

Exemplel : Considérons la fonction f définie par

()= X 22 rget £(3)=7

x-3
Etudier la est continuité de f en x,=3

2) b) lim f (x) =

X2+ x 42
X—3

=X 4 D.EC

Solution:ona: =

f(x)=

im f(x)=lmx 4 = #3)

x—3

Alors : Iwa f(x)=f(3)

Donc :f est continue en X, =3

Exercice4 : Considérons la fonction f définie

\/F& =%

tanx
Etudier la est continuité de f en x,=0
Solution :

Par: f (x)= x# e f(

im 1 (x)=lim 2 g et g 2 §
X0 -0  tanx X—’O (\/x+l 41) tanx
—lim 2 ! E 1'>< f ()

N T fag wx+L 4 2

Alors : lim f (x)=f(0)
Donc :f est continue en X, =0

Exerciceb : Considérons la fonction f définie
sin(x-2)

Par : f (x)= v

s k# dx# @f(2:=1
Etudier la est continuité de f en x, =2

1sin(x-2) 1
x-2 2
lim f (x)= f(2) Donc :f est continue en x, =2

X—2

Solution : lim f (x)=lim

Xx—2 X2 X

£(2)Alors|;

Exercice6 : Considérons la fonction f définie

f(x)=

f(1)=m

sm(;zx)
x-1

si.x A

Par :

avec M parametre réel
déterminer la valeur du réel m pour laquelle

f est continue en x,=1
sin(7zx)
x-1
onpose: h=x4 x>1sh->0
sin(z(h+1)) 4 SN(h+ 2

h—0 h

Solution : lim f (x) =lim
x—1

x—>1

lim f (x)=1lim

x—1 h—0
—sin(zh)

zh

=lim =
h—0

T 7
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donc f est continue en x,=1ssi m= =«

1w




Exercice7 : Considérons la fonction f définie par

f(x)=2 +xzsin(% s k# e f(0)=2

Etudier la est continuité de f en x,=0

sin(E } 1donc:
X

j %2 eton a Iirr(1)x2:0
X—>

Solution : xeR"

. (1
sinf =
X

Alors : lem) f(x)=2 =f(0)

‘f(x)—z‘ X2

Donc :f est continue en X, =0
3) continuité a droite et a gauche
Exemple : Soit f définie sur R par :

f(X)=>si..x <0
{f (1)=2 #;si.x> C
lim f(x)=lm % 9 %(0)

x—0~ x—>0%

On dit que f est continue a gauche de x,=0
lim f(x)=lim2 2 f40)

x—0" x—0*
On dit que f n’est pas continue a droite de 0
Etona: lim f(x)=lim f(x)

x—0" x—=0"

Donc, lalimiteenOn’ e xpas t e
Conséquence : f ne peut étre continue en 2

A

o g
Graphiquement : La courbe de f ne peut étre
tracée sur un intervalle comprenant O,
« sans lever le crayon ».
Définition :1) Soit f une fonction définie sur un
intervalle de la forme [a, a + [ our >0
On dit que la fonction fest continue a droite

de a sielle admet une limite finie a droite en a
et lim f(x)=f(a):

lim £ (x)= f(a)
2) Soit f une fonction définie sur un intervalle de
la forme Ja—r;ajolr >0

On dit que la fonction fest continue a gauche

de asi elle admet une limite finie a gauche en a
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et lim f (x)= f(a)

Exemple : Soit f définie par :
f(x)=3 xsi.x 8

f(x)= )2(2_3;; Si...x> 0
X_

Etudier la est continuité de f a droite et a
gauche de x,=0
2 _
Solution : lim f (x)=lim xt-3
x—0" x>0 2X —1
donc f est continue a droite de x,=0
lim f(x)=1m3 - 3 f£0)

x—0" x—>0"
donc f est continue a gauche de x,=0
Théoréme : Une fonction est continue en un
point a si et seulement si elle est continue a
droite et a gauche de a
Donc : f est continue en X, =0 ssi

lim f(x)=lim f(x) =f(a)

3 £(0)

Exemplel : Considérons la fonction f définie
f(x)= 2X+1;si...x 2
Par : 72_ 3X -
f(x):i;si“.x> 2
X—2

Etudier la est continuité de f en x, =2
2x2 4 5
7-3 7 3 X
X2+ X 6 (x=2)(x B

Solution:ona: f(2)=

lim f(x)=lim im

x—>2" o2t X—2 w2 X 2

XIErzl f(x)=IX|£r21+x 8 5 f42)

Donc f est continue adroite de f en x,=2
, . 2x+1 5

1mf(x):lxlir217 = 1 5 42)

Donc f est continue gauche en x, =2

Donc f est continue en x,=2

Exemple2: Soit la fonction f X X2 s x#1

x4
Et: f(1)=2
Etudier la la continuité de f en x,=1
Solution :vx erR {1}

I




iim £ (x)=lim X% 4im x 1+ 2= @)
qu B qu X—1 x—>1 B

donc f est continue a droite de x, =1

lim f (x)=Iim
x—1 x—1 X—l
x=<1 X<1

donc f n’est pas continue a gauche de x,=1
donc f n’est pas continue en X, =1

i (x 1)+ 2 =)

x—>1
x-1

On 2dit que f est discontinue en x, =1
4) Prolongement par continuité
Activité : Soit la fonction h définie par
X2 +1
F(x)= X +3X 42
1-Dét er mi
fonction f.
2- Déterminer la limite lim f (x), f est-elle

x—>-1

ner I ensembl e

continue en x,= 1?

3- Soit la fonction f définie par :

f(x)=f(x);sl.x =1
f(-1) 3
a) Déterminer D,

b) Etudier la continuité de la fonction

fen x,= 4 Lafonction fs’ appel |l e U

prolongement par continuité de la fonction de f
en-1

4- Peut-on prolonger f par continuité ena = 2-
Solution : 1)

xeD, ©X 3x 2 & x> det xz 2
Donc: D; =R + % 2
g x+1)( ¥ —x
2) lim f (x)=lim > 4 2D )
x—>-1 X1X 43X 2 x ok (X ZH)(X 2)|_

X*—x 4
X+ 2
-1 #, donc f n'est pas continue en x,= &

f(x)=f(x);si.x =1
J a){f(—l) 3

b) lim £ (x)=3 =f( 1}

lim f (x)=1lim 3

x—-1 X >4

donc: D, =R + 2}

donc f est continueen x,= %
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. . XX +1
4) Iim f(x)=lim —?
) X—>-2 ( ) X”‘1X2+3X 2

lim x*+1 =7

x—>-2"

lim x*+3x 2 & donc: lim f(x)= +

x—>-2" x—>-2"

Donc on ne peut pas prolonger f par continuité
ena= 2-

Théoreme et définition : Soit f une fonction
dont | > ensembl eD,deundélf|i

tel que a¢ D, et leir; f(x)=1 (finie)
f(x)=f(x);si..x #a
f(a)=I
Bstundfénttibntdntinlie®R a & Lapdelf un

prolongement par continuité de la fonction

La fonction f définie par :

fena
Exemple : Soit f une fonction définie par
f(x)= 1- cox Donner un prolongement par

continuité de la fonction f en x,=0

Solution : lim f (x)=lim 1-cos 4im 1 -cox % 0
x—0 x—0 X x—0 X2
Car: lim 1-cosx 1
x—0 X2 2

Bonc La fonction f définie par :

f(x)= f(x);si.x 0
f(0)=0

Est une prolongement par continuité de la

fonction f en x,=0

[Il) OPERATIONS SUR LES FONCTIONS

CONTINUES.

1) Continuité sur un intervalle

Définition :

Soit f une fonction dont le domaine de définition

est D,, soit ]Ja, b[ un intervalle inclus dans D f

1) On dit que f est continue sur l'ouvert] a, b [si
elle est continue en tout point de ]a, b[

2) On dit que f est continue sur [a, b[ si elle est
continue sur ]a, b[ et a droite de a

3) On dit que f est continue sur [a, b] si elle est
continue sur ]a, b[, a droite de a et a gauche de }
Remarque :

[&)]




1) Si une fonction f est continue sur [a, b] et sur
[b, c] elle est continue sur [a, c]

2) En général si f est continue sur un intervalle [
et sur unintervalle J etsiI N ] # @ alors f est
continue sur [ U J.

3) f peut-étre continue sur [a, b[ et sur [b, c] sans
qgu’ el l e soitcjcontinue
Dans le graphique ci-dessous f est continue sur

(-3, 6([><)e:§;si...x<0
f(x)=xsi..x >0

,/ 4
,‘/

S

cont

continuesur[0,2] mai s pas
’ cont

car elle n’est pas
2) Opérations sur les fonctions continues
Propriétés :1)Si f et g sont deux fonctions
continues en a alors :

a)f+g b)fxg Olfl

Sont des fonctions continues en a

2)Si f et g sont deux fonctions continues en a
et g(a) O7alors

1 f : .
a) — b) — sont des fonctions continues en a.
g

3) Si f une fonction continue ena et f(a) =2

0
alors : /f est continue en a

Remarque :La propriété précédente reste vraie
soit a droite de a, a gauche de a ou sur un
intervalle I (En tenant compte des conditions)
Propriétés :1) Tout fonction polyn6me est
continue sur R

2) Les fonctions s i etc o sont continue sur R
Exemples :

1)h(x)=+»2 +x &
X2+ X BEstcontnuesurRcar ¢’ est
fonction polynédme donc elle est continue sur R

de plus (Vx e R)( x3+x 8= 0)

(Son discriminant A es|
4

2) g(x):ﬂest continue sur :
X2+2Xx 3

] - ~, =3[ ; sur ] - 3,

3) La fonction t a est continue sur tous le
intervall es mRek xtn2+K for me
(oUk€eZ)

3) Continuité de la composition de deux
fonctions.

Théoréeme : Soient f une fonction définie sur un
intervalle I et g une fonction définie sur un
intervalle J tels que f(I) c J

et x, un élément de 1.

1) Si f est continue en X, et g continue en f(X,)
alors g o ¢st continue en x,.

2) Si f est continue I et g continue en f(I) alors
g o §st continue I.
Exemples :1) Soit f une fonction définie par

f(x)=cos %2 -%X 4

Maptroas qyef est c[oniirguga PR

Pyisgue leg fanctons : f,:x— 2x2—-3x +4 et
f, : Xx— cosx sont continues sur R

Et f,(R)cR alors: f = f,o f, est continue

sur R
2) Soit g une fonction définie par

o) = |

Montrons que g est continue sur R*
Ona: D, =[O; +[cet Puisque la fonction :

est continue sur R* et

CX—>
% 1+ sin

g,(R*)=R ‘et g,: x—/xsont continue sur R*

Donc: g=g,° g, estcontinue sur R*

3) Soit f et g deux fonctions définies par
f(x)=x 4;si.x<0

{f (x)=0;si..x >0

Montrons que f est n’est pas continue en X, =0

et g(x)

et h=go f estcontinue en x,=0
une

Eneffet:ona f(0)=0

et lﬂ—f(x)z,lx'in—x 1 E f40)
négat if)

Et g est'continue en x, =0

mais on a

I

: (go f)(x)=5 est continue en x,=0

et sur 11, + o[ .
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est continue sur R car

4) f(x)=sin(

X— X2+1est continue sur Re t

X2+1

ne S an

sur Rdonc: x— est continue sur R

xX2+1

et (Vx € R) (ie R) et s i est continue sur R
xX2+1

3)Limitedev o u
Théoreme :Soit u une fonction définie sur un

intervalle pointé de centre x;telle limu(x)=1
X=X

W)

Preuve :Ona: limu(x)=1€ R donc u admet

X=X

si v est continue en [ alors lim (ve u)( X)
X—%

un prolongement par continuité u définie

u(x)=u( X); si..x #
comme:{ (3)=u(4 $

u(x)=!
La fonction u étant continue en x,; et v est
continueen u(x)=1 al ors et d’ ap

théoréme de la composition veu est continue

en X, et par suite :
lim (veu)(x)=lim

lim im (v u(3 {v J(») )

Exemples : Déterminer les limites suivantes :

1)lim sin(l_ cosx
x—0 X2

2) lim cos[;r, /X—_l
X—>+ 0 X+1

Solution :1)

T

Soient : f :x—>1_ COSX

7 et g:x—>sinx

X2
. . 1-cosx Vs .
Puisque : lim n=— g estcontinue sur R
x—0 X2 2

. T
Donc continue en X, =3 donc :

oo g <

1-
2) puisque : lim 7 —%( =7
-

Et la fonction ;: X — cosx continue en «

— COSX
X2

limsin

x—0
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. x-1 .
donc: lim cos r,|—— cosz= :
X—>+ 0 X+1

r‘E%elrc?ceSF’. Béterminer les limites suivantes :

2 __
1)limcos 7 tanx 2) lim sin X2 —4x 3
x—0 X—>+ 0 4X2+ 7
3)limsin
Xx—0 1_ COSX
Solution :1) lim ﬂtanle_ _rtanx
x>0  3x x>03 X 3

et Puisque : x — cosxest continue sur R

. T
Donc continue en x, = 3 donc :

. rtanx
limcos cos =
at (m } { 3
2 __ 2
2) lim R-AX B
xoto  AX24 7 x o+rdx2 4

et Puisque : x — sinxest continue sur R

. T
Donc continue en X, = 7 donc :

res | e
2 _
donc : lim sin ”X—M sin—” :£2
Xt o 4x2+ 7 4 2
— 2
3)ona: Iim1 COSX=—1donc: im2—"_ -4
x>0 X2 0 x>0 1—COSX
o 2x2 .
donc : lim =2 :x—>\/;<est continue en 4
x>0\ 1— cosx
2
donc : limsin =sinZcar : x—sinxest
x>0 1- cosx
continue en 2
V) |l MAGE D’ UN I NTERVAI
FONCTION CONTINUE
l)Imaged’ un segment (i nt

Activité :Le graphe ci-contre est le graphe de la
fonction f(x)=x 2x

I~




Déterminer graphiquement les images des
intervalles : 1, =[0,1], 1, [ -31,=11 -3

Théoréme : (Admis)
L’ i mage d’ wnb]psreigerdoacion
continue est le segment [m, M] ou :

m:Xrl[ljurg] f(x) et M :g%f(x)

/

[

S Wi

W

[ N

J [
f
J

C
Cas particulier :

1) Si f est continue croissante sur [a, b] alors
f([a, b]) = [f(a), f(D)]

2) Si f est continue décroissante sur [a, b] alors
f([a, b)) = [f(b), f(a)]
2) I mage d’
2.1 Théoréme général
Théoréme (admis): L’ i mage
une fonction continue est un intervalle.
Exemples : f(x)=x 2x

un intervall

d’ un

Graphiquement en a : (le graphe ci-dessus)

f((-22)=[ 2.9 et f([0.9)=[-19
f(]-10)=[0.3 et f([2+ $=[0. 4
f(l-et)=[ & #

Remarque: L’ i nt éetsomimage f(I) par
une fonction continue
la méme forme.

2.2 Cas d’une fonction
1) f continue et strictement croissante sur
L’int éetaal dt el

n

f([ab])=[ f(a); f(b) et f([al])=| f(a)lim f(x

lim (x; F(b) etf(Jabf)=

X—a
X-a

lim f(x);lim f(x)
x->b
x<b

X—a
X>-a

x—b

x=<b
Année Scolaire 2018-2019 Semestrel

f(Ja b])}
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2) f continue et strictement décroissante sur
,LT]i nt éetaall dt bel

f([ab])=[ f(b); f(a) et f([ab)=[im f(x) f(a

x—b

x<b
Exemple : Soit f une fonction définie par

2xX—-3
f (X) B X+1

Déterminer les images des intervalles suivants :
[0, 1110 [HZ52 .1, + <]
Solution : D; =] — - | & —|

2
1

lim f(x);lim f(x)
x—b
x<b

Jlim (%) etf(]a;b[):

X—a
X>-a

x->a
X-a

f(]a:b]){f(b)

_J =2 43 5> 0donc: f continue et

strictement croissante sur les intervalles]— D ]{

et |-1; +[cdoncona: f([0;1])=[ f(0);f(2 ]{

{[7;— [

par
-1

3!
2

9({—2; 4[) {_f( 2klimf (x)

x—>-1

x=<-1
;lim f (x)

X+ o

i nt

f(J-51) =limf(x); f (1)

0
x—>-1
x--1

(2 4) i | [3

V) THEOREME DES VALEURS
INTERMEDIERE - TVI.

1)Cas général

Théoreme T.V.l: Soit f une fonction continue
sub [a, ] .PeW Ut hcerapessestrg f(e) etf(s)n
il existe au moins un c € [a, b] tel que f(c) = 1
tuwé ct ement monotone
Rappelons que : f(I) =] & (Vx € )(f(x) € ]) et
(vy e N@Ex e D(f(x) =y

Soit f une fonction continue sur un intervalle I

2

100




|
l
i
a et b deux éléments de I tels que : a < b.
On sait que f([a, b]) = [m, M]
(x)

ot m=min f(x) et M =maxf
xe[a;b] xe[a; b
On a donc f(a) € [m, M] et f(b) € [m, M].
Soit A compris entre f(a) et f(b) on a donc :
A € [m, M] et puisque f([a, b]) = [m, M] donc A

[a, b]. D’ou pour tout A compris entre f(a) et f(b)
il existe au moins un c € [a, b] tel que f(c) = 1

2) Cas f'strictement monotone.

Théoréme T.V.l (cas f strictement monotone)
Soit f une fonction continue strictement
monotone sur [a, b] .

Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe un
et un seul c € [a, b] tel que f(c) =1

Remarque: L’ e x p'Paustaui A@ampris
entre f(a) et f(b) il existe un et un seul c € [a, b]
tel que f(c) = 1 "peut-étre formulée comme :

" Pour tout A compris entre f(a) et f(b) 'équation
f(x) = A admet une solution unique dans [a, b]

3) Corolaires

Corolairel (T.V.l) :Soit f une fonction continue
sur [a, b] .Si f(a) x f(b) <0 il existe au moins un
¢ € [a, b] tel que f(c) =0

Preuve :f(a) x f(b) <0 veut dire que :
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admet au moins un antécédent ¢ dans l'intervalle

f(a) et f(b) ont des signes opposeés donc 0 est

le théoréme général des valeurs intermédiaire.
Corolaire2 (T.V.l):

Soit f une fonction continue strictement

et un seul c dans [a, b] tel que f(c) =0
4) Applications :
Exemplel:Montrer que |’ éq

Badmet une racine dans chacune
10:

Solution : on considere la fonction : g tel que

1
g(x)=4x -3x >

4x3 — 3x 1
2

des intervalles suivants : }_1; _; ; }%;o et

e Ona:gestestcontinuesursur R( car

une fonction polynéme) donc continue sur tout
intervalle de R

3 131
o Etona: g(-1) = 2 et g|-= |== donc:
9(-1) 2 g[ 2 jz
g[—% }g( B<odonc: d’ a p (Tevd)
o 1 _
il existe ale}i > tel que : g(a)=0
1 1
~etgl-=
2 g( 2

g(_% }g(o)<odonc: d’ ap (Tevd) I

o Etona: g(0)= ]:é donc:

il existe aze} —;;O tel que : g(a,)=0

o Etona: g(0)= _; et g(l):% donc :

g(l)xg(0)<0odonc: d’ a p (Tevd) | 6
il existe a, € ]0;]tel que : g(e;)=0

)

doncl ’ é q u:aht®+3m n% @admet 3 racines

différentes dans chacune des intervalles:
1 1

-1 = ; |-=;0 et |0;

[ 5 Fyoetlod

Exemple2: Montrer

Admet une racine unique dans -1,
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Solution : on considére la fonction : f tel que

1©

compris entre f(a) et f(b) On prend A =0 dans

monotone sur [a, b] .Si f(a) % f(b) <O il existe urn

u

quex’kXx €qgeua




f(X)=x & X
e Ona:festestcontinuesursur R( car
une fonction polynéme) donc continue sur

&9
e Oona: f(-1) =ztet f(0)=1donc:
F(D)xf( 9<0
o f'(x)=3x" 4> 0sur |-1;d donc f strictement

c

croissante sur |-1;q
Donc: d’ agTrvd)s ' lée uféx) 500 n
admet une solution unique dans |-1,q

Exercice9:Montrer quecobx=¢qu
Admet au moins une racine dans intervalle :

| =[O;7r]

Solution : COSX= X <COX —X

On pose : f(x)=cosx —x

e Ona:festestcontinuesursur R( car ¢

différence de deux fonctions continues) donc
continue sur | =[0;7]

e ona: f(zr)= 4 « Oet f(0)=1donc:
f(O)Xf(ﬂ) 0]

Donc: d’ a gTrvd)s |

il existe a €]0; ftel que: f(a)=0

e

Exercicel0:Montr er quel+lsihxé=y
Admet au moins une racine dans intervalle :

Solution : 1+SiNX =X <& sinXx X— (

On pose : f(x)=1 4sinx x

e Ona:festestcontinuesursur R( car
différence de deux fonctions continues) donc

c

) [ﬂ' 2
continue sur | =| =: %~
2 3
eoONnNa: f(z }4;7@0 et
2 2

}%’Qo donc : f(%

Jrao

0

(2
3

Donc: d’ aglrtvd)s | e

G 2
il existe ae}%;?” tel que : f ()
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Exercicell : on considere la fonction : f tel que

X X L

I)Montrer que f(x)=@ admet tine ¢
solution unique a sur R

2)Montrer que f(x)=6admettine ¢
solution unique « €]0;]

3) étudier le signe de f(x) sur R

Solution :
1)a)On a:festestcontinuesur R( car
une fonction polynéme)

ab)tf ’i(x%:an2 4> 0 sur Rdonc f strictement
croissante surR

cona: f(R)=f(] - {—)oo}limf(x);lim f(x)

X—>— o0

c

=] -0 } etona:oef(R)

doncd’ apr(é€€l)ll’'eeqgybt égumati
f2x$ = 0 alinfet une solution unique « dans R
1) on a f est est continue sur[0;1] et
f(O)xf(n)<0( f(0)= 2 et f(1)=1)

et f strictement croissante sur[0;1]

d’ agmrvd)s ' lée uféx) =00 n
admet une solution unique dans « €]0;]

Donc :

3) tétudions. le signe de f(x) sur R
ation
lcas:si x<a alors f(x)< f(a)(car f strictement

croissante surR

Donc f(x)<0 (car f(a)=0)
2cas :si x2a alors f(x)x= f(a)(car f strictement
croissante surR

Rpaci f(x)=4 (car f(a)=0)

VI) FONCTIONS COMPOSEES ET

FONCTIONS RECIPROQUES.
1) Le théoréeme

Activité : Soit f(x)=

1+ x?

1- Montrer que pour tout y dans I =
| * é q uféy) 3 xaamet une solution unique
dans |’ iy#&l¢rvalle

2- Etudier la monotonie et la continuité de
fsurR

[ 0,

N



On dit que la fonction f admet une fonction
réciproque de J =]0, 1]Jvers I =[0, + = [
Théoréme :Soit f une fonction définie continue
et strictement monotone sur un intervalle I, On a
f admet une fonction réciproque f* définie de
J=f() vers .

donc f est une bijection de I vers f(I)

D’ o @admet une fonction réciproque f* de

J=f(I)versletona:
{f (y)= X@{yz f(x)

yel xe (1)
fof™)(x)=x wxef(l)

( ) =Yy Vy €l
2)Application :
Exemplel : Soit f la fonction définie par :

X-3
09732

1) Montrer que la fonction g la restriction de f sur
intervalle 1 =] 2; - admet une fonction
réciproqgue g'déf i ni e sur un J
déterminer.

2) Déterminer g(x) pourtoutxde | ' i dt @ r v
x-3
Solution : 1) f —— D, ={x R/x 2
)1(0=2=2 b, o

D, =R 4 2
f’(x):(x;s 'j:(x—S)(x 2) (x Jx 29+ Ix 3 1(x ¥

X+2 (x+2)2 (x +2)2

@€ —o —2 o

S(x) + +
Sy | —

puisque g est strictement croissante et continue

ur: 1=]2 A

donc g admet une fonction réciproque g ‘définie

surJ=g(1) 0(] 2 B =

2){g(y)zxg{y—9(><)

yel xeg(l)
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{g(y) =X

yel2 4

S Y-Xy 2X 3o y(l-x) 2x 3

2x+ 3 2X+3
Donc
< Co1- 9 ( ) 1-x
9’1-]— o p2 ¢
Donc : ‘o g(x) 2%+ 3
g 1-x

Exercice 12: Soit f la fonction définie sur
|=B; +opar: f(x)=+v2x 4

1) Montrer que la fonction f admet une fonction
réciproque f'définie sur wun

déterminer.

2) Déterminer f*(x) pour tout xJgd

3)Représenter (C, ) et (

repére orthonormé (0, i,j)

Solution : 1) D, =E; + u{ |

qu’ il

Il 1 a

<:>y+2

y—-3

faut

VX ej%; + of'(x):(m)' :2x—1), 1

=Xo y-3 x(y 3

v |1/2

Donc : f est strictement croissante et continue

sur F;Jr oo[ 2
2

donc f admet une fonction réciproque f™

définie sur J = (1) :f[E; +B[o;= [

y=f%(x)
T xe t(1)

1l X 2y—1 =X2

2){f(y):x

yel
{f(y) =

ye[0; + f

<:>2y=X2 A Y=

Donc f 7 (x) =

2y —

X2 +1
2

) dans le méme

0
22x-1 2 1




f=:[0;+ & {»1; +
Donc : 2

XA+l
2
3) (Cf,l)et (C,) sont symétriques par rapport

D (AIx

x— (%)

o]
3]
\:
2]
ot 3 3
e

3) Propriété de la fonction réciproque
Propriété 1 :Si f admet une fonction réciproque
f*de J = f(I) vers I alors f* ala méme
monotonie sur J que celle de f sur I.

Preuve :
T )00 ow-y
T -
X =% f(x) —f(x)
1
T . =——F—
() (%)
yl_yz

Donc le taux de f *surJ ale méme signe que

le taux de f sur I
Et on conclut.
Propriété 2 :Si f admet une fonction réciproque

f'de J = f(I) vers I alors (Cf,l)et (C/) sont

symétriques
Remarque :

La symétrie des deux courbes concerne toutes
leurs composantes ; les asymptotes ; les
tangentesetdemi-t angent es ...

pay=xr apport
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4) La fonction racine # - éme
4.1 Définition et régles de calculs
Propriété et définition :
Soit n un élément de N*; la fonction :

f :x— X" est une fonction continue strictement
croissante sur R"elle admet donc une fonction
réciproque f*de f(R")=R ‘vers R’

La fonction réciproque f's* appel | e

racine n - émeet se note
Conséquence de la définition :

1)La fonction {/x est définie sur R+

2)Vx R Yx >0

3)(Vx € R+)(Vy € RH)Ux=y <X =y

4)La fonction &/x est continue sur R+ strictement
croissante.

5)(Vx € R+)(Vy € R+) Ux =1y <x =y

6)(Vx € R+) (Va € R+) Ux>a <x >d

7)(Va € R+) Yx<a <0 <x
8)(vx € R¥)(Yx) =4 =

9)(Vx € R+)(vp € N) (&)p _Ux

10) lim Yx = +

X—>+ ©

11)Si limu(x)= + alors lim yu(x)= +

X=X X=X

12)Si lmu(x): | et|>0 alors l@op/u(x) =1

13)La courbe de la fonction va

Régle de calcul :

1) (vx € R+)(Vy € R+) gfxxy /x gy
Ux

iy

2) (Vx € R+)(Vy € R ) n§:




3) (vx e RH)(VREN Y(vp eN Y UYUx ="Ix

4) (vx € R+)(Yn € N )(vp € N ) Ux ="
(a prouver)
Remarque :

1) (Vx € R+) &x =/x
2) (Vx € R+)/x = x
4.2 Résolutionde !’ é q u a X'i=@n

Exemples : Résoudre dans R les équations
suivantes :

1) xX’=32 2)x'= 128 3) x'=3 4) x*= 8
Solutions :1) x> =32 donc x>0

x=532 <x %[ < 2 donc: S={2}
2) x'= 428donc x<0

Donc : xX= «Z/@ <% =Z/§
Donc: S={ 2}

3) x*=3 <x=4%3 ou x= 43
Donc : s:{ 4‘/§;<‘/§}

4) x°= 8

Ona x®*>0 et -8 <0donc sS= q
Exercices

Exercicel3 : simplifier les expressions

suivantes :1) (3/5)3 2) 42

= 2z

9 a-532 {17 Hem 2

b 5 2216 ~[Ta ¥3
Y256

2 103
(27)5 x(81)s @
17

5) C= 6) D 52 x12800000¢
38 B 27
5 J4 %8 22
e ¥ExB g o B )

J5128 a4
Solutions :1) (3‘/5)3 =2 2 %/%: 2f2 /2
2) a=¥32 {¥2) 512 i% Y3 2382 d%e

A=2 2 Y? Y82 2-2 2 2
3)g_Y2x%16 Ha ¥2 J2%2 Y2 ¥:

§o56 Y256
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d’ application
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1 4 2 1 1 4

4)
1
U 3x 25 8 @5 PR Bx Moy 25 B2

B 5 = 5 = 27
1\72_ 215 215
5)._ (2083t 9 (IPx(F) A3) 3.3 3
33 33
y 3 20 17 3
C:3137 33 3 3@ ZF 3z
33
6) D_i/zf’xlzsoooooo_ 2 x2 X0 3“[_160
- 27 Ry (&) ?
=g ] 4(2) L & &
3 3 3
7)

E

2%

 ¥3xVB Y22 YZ §F

- J¥zs W2

V27 e
2 2
9z

355 {2 x5 {[2; j

1? 27

8) F- - :
s : E/Z 12
i1 2 2 3 2 5 3 21
438 24 B 2 2% _+24 3
EF = : — : 232 4 3
46 26
2+l 1
F=2"3 22 2 &2

Exercicel4 : comparer : 5’/5 et Z/§

Solutions :ona: nxdx_mzﬁ/;(

Y3="9F 37243 et 2="97 2128

On a: ¥/243> 3/12€ car 243> 12¢
Donc : 1/§ > 5/5

Exercice 15 : résoudre dans IR :

1) Y3x-4 2 2) () -5¥x 6 o

Solutions :1)

Bx-a=2 3% 4 (9 43
< x=12donc: S={12}
13




2) <§/§)2—5§/§ 6 © onpose: Yx=X

L’ équati omi®-BXvi6 en t
A dac (5H)-4 L 6x25 24 1-
_P V_Aﬁ et x, =2 VA,
2a 2a

Donc : 5/;23 ou Yx=2

Donc : x=2430uXx=232

Donc : S={32;243

Exercice 16 : calcules les limites suivantes :
1) mm 2) XILnJ: X+2X X 4

3/ 3y
3) im XL 1y jim X2
x—0 X x>8 X—8
3
5)lim ¥ox+6 «/x 3 6) lim JIx+1
x—1 X—1 X—>+ oc3,X2 2
Ix® -1
7) lim
x—1" *,X—l
Solutions :

Dimx+24 7 24 8 24 32 2=
2) lime+2¢ x 4 IR Y= +o
3) fim YX+1 4:(9 s
x>0 X 0
Ona:a-b Ha @(ef ab 5)4
(Rt ((Ix B 1 1 i
X((T) a dx 1 th

/

=lim

x—>0

Ix+1 4
X

lim
x—0

( ) {3 4 X ¥ 1-
(1) 4 %l_1+f}+ X(J—]; 198
1 1

m =

(o) 4 S A4l 2
N

4) lim X2 (9 Fl

x>8 X—8 0,
Ona:a-b Ha @(6? ab 6)4
(¥x) -2
((W)z 2 ¥x 22+)
1

4im 5
22+) CUAx) +2 x4

Ix+1 4

X

-h
x>0
X

lim

x=0

Wi~

Bl

I2x+6 —~/x 3_|m\3/2x 6r 2—X 3 £
x-1

lim

x—1 x—1 X 4 X T
_lim 2X+6 8 X 3 4
Hl(x—l)((?/Zx +6)2 2 I 6+2)+(X‘1)(\/X 3 3
_lim 2 1 1

Hl(m)z 2 ¥x 6 FoVx+3 2 4 12
6)

6 13 3

im XLy MO O

X4)+0031X2_2 xa+o§( 2_2)2 X - D(X _ )
3
Car : lim (X+1)2:Iim X 4im 1 o
X—>+ oo(xz_z) X o+ X X oo

7 I|m Vx —Im X2 1_

(x—=1)(x 41)

=) (x 2

x—1"

/_1 _
X~>1+ X 1

climx+1 2 et limx-1 0"

x—1" x—1"

Exercicel?7 : simplifier les expressions
3/1024x ¥/ 320000C

Y64x3\/252 «/18
2) a)comparer : ¥4 et /3
b) comparer : 328 et V13
C) comparer : $23 et 151

Solutions :1)
de 39 0

_ §1024x</ 3200000
foaxN252 18 {2 x{Z 2 &
2% %2 X0
2ix25 3 2
2) a)comparaison de : ¥4 et /3
ona ”X(']Ix_mz Ux
etona: ¥3="9F =2Y243et Ya="J4 29256
donc ¥4 > 43 car 256> 24¢
b)comparaison de : 328 et 13
ona 328=528 =78z et
3=313 2§18 ¥219
on a §2197> § 784 car V13> 328

Car

suivantes :1) A=

A= =20
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b)comparaison de : X151 et$/23




§23=x23 41216 1 Y225 Y52 4 Ja0d 2
Donc : ¥/23> 151 \/_ 5 (g/ﬁ) _(\/5‘—)) 3
4. 3 L’ expression conjuguai et ses 1
applications = . e s -
On sait que & -b* {a B(d ab B} V25+310 K4 5 +32¥5 W22
ta'+b’ {a B(d ab B)Ilenrésult - 532 N Ch F:
et a+ a en résulte : = =

3 b3 3 b3 (é/g_g/é)(é/? +§/_2\3/_5 ﬁ% (%)3_(%)3

a - a’+

ZrabH P b w d:$/§—§/§

Par suite :(Vx € R+)(Vy € R #) 3
Ix-gy = 2)a)IXLn1VX+\/_V on utilise :

T 5 (0

(Vx € R+)(Vy € R #)

3)/;4'%/9 = 2 | 2
(B -85 {5
Applications :
Exercicel8 :1) Rendre le dénominateur rationnel
32 ~ 1 1
-2 @ Az a2
1
~ ¥25+310 ¥4
2) Déterminer les limites suivantes :
a)lim X+3 ~3x % b) lim Ix*+1
X—1 \/__ X—+
Solutions :1)
23/3_\/_52 on utilise : & -b° {a B(& ab B
W2(V2+a242) Y4(3 A2 Y
a= =
(¥2-2)(¥2" a2 2 2'-2

3&(%3+23'2+2) ) fz(ﬁ &2 2)

a=
-6 2
1 ~ Y2-1
Ja+d2 4 (2-1)(¥2 2 x 4
_ 3/53‘1 2 1
)
1 Y224+ 32 R[5 ¥52

- (2-3)(z 2 ¥5 )
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a-p’ {a B(d ab B)

(Vx+3 +/3x (¥ 3evac Y (e Ix 4 1
(Vi3 W3 BY(Ix HHe I 14 +

o A e

i A o

b)

im 31 x #m [ *)(W WX 14 xz)
%/(X3+1)2 ¢+ Ixxe

=lim

,\,||| |
N|||do

X+ o X =+ o

lim 3x3+1 x #m ! o
Xor e X ”fs’](x +1)2 o3¢ T Ix x>+
D’ ordre 4 :

On sait que a'-b' a B(d &b ab B

a‘-p*
Ilenrésulte: a—b =
a’+a’bh +valf ¥
Par suite :(Vx € ]R+)(Vy € R #)
(‘/_+1/ X7y +€/x (‘7[7

A remarquer u’on ne p
a*+b
Exercicel9 : Déterminer la limite suivante :
im Y20x2— 4 2

-1 2X2+ X 3

4 2_ _ 4 2 4
Solutions :\/20x 4 -2_ doxz 4 ¥1¢
2X2+ X 3 2X2 x 3~

~ 20x2- 4 16

(262X —3)(4(2@(2 4 ghone §oaq e )416@%

15




20(x+1)

(2x+3)(‘{/(20x2—493 H20c ¥ a4fon )4%63/_i§

4/ 2_ .,
Donc : lim 20)(—42:_1
ol 2x2+x 3 8

Exercice20: 1)simplifier les expressions
§F o {35

3
et B= SERRNERRE

SGRNANE

2) Résoudre dans R | ’
a) Yx-1 =3
o) Vx-¥x 42 6

2)Déterminer les limites suivantes :

suivantes : A=

équation
2 1

b) x3-7x2 8 8

3 f—
a) lim Ix°+x* 4 b) Iiml& 11
X—>+ 0 X—>. X_
c) lim sinx
0 ¥x+1 4
Solution :
R 3 <30 {¥/9) (F)e=(3)? {35 ] FxF T
e 2 =
A:3§f s :_i; 3§,é 3:?:57 (1 :3)37
35 35
5 1
YoxIF o (F)x(3)° 3 3
B= =1 =1
BNV (3)sx(3  (F)s (30
32 3 4 1 341 14 55
B=——— & 3° (Yo 323 i 304
3 x(3)
23
B=3% X3
3
2)a) ¥x-1 =3 Ml) 3 xol -21
< X=28 donc: S={28

2 1 1 1
b) x3-7x3 8 @ E:)@ 7> 8 —C(

1

onpose: x3=X donc: X?-7X 8 ©
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A D dac (<7)- 4 1 (9 x49- 32= 81+

_7+9 16 _7-9 _2 _
o1 2 Cox1 2
1 1

Donc: X3 =8 ou X3 = 4
1
x*=4n’ a pas de

1
x3=8 c(xs j{sf o 51z

Donc : S={512

c) Vx-¥x 42 8 ona x>0

Ix-Ix 12 o 2 ¥ 12«

on pose : 9/;=X donc: X*+X? 42 @

on remarque que 2 est racine de cette équation
donc: X°+X? 42 (X 2}( X? 3% @
X*+X?* 42 8 % 20u X?+3X %6 ©

A =15<0 donc X?+3X 46 ©&n’ a
solutions

Donc: X=2 <¥x 22 < 2 64

solutio

Wl

pas

Donc : S={64}
a)lm¥c+x 4 #m I =
im =L ona @-t {a B(& ab B)

x>1 x—1

im X =1 (\3/;_1)((%)2 2 ¥ 129
e T
)}

b)

— lim 4im -
Hl(x_l)((slx) 4 ¥x 12*) 1 (x j)(ééfx) 1 x’f:)
fim 32X =2 jim 1 Ta L
x->1 X — ek

(@) 1A% #)
C);_sinx . S"‘X((Q/ﬁl)2 a4 ¥ 1+ i)+

TIGL L AT (X Y e L 4

sinx((%/?l)2 4 ¥x 1 i)—# o sin><(«3/x_j2+ 1dx 1 ﬁ)
() ‘

e (CREVIETE P I FEUE B

-0 X

=lim

x—=0

Exercice 21;




1. Résoudre dans R : x*=16
2. Résoudre dans R : (x—1)3 =27

5) Puissance rationnelle :
5.1 Puissance entier
Rappelle :Soit x un réel et n un entier naturel

nonnulona: X' =X *XX .x Xet(x# 0)

nfois

5.2 Puissance rationnelle

Propriété :Pour tout réel x =
1

non nul g on pose : Ix = X
Définition :
Soit x un réel positif et r un rationnel (r € Q) ;

r=£oUpeZetqu*onpose:
q

e pour tout entier

P
-

3
Exemple: 24 =42 =4/8

_2 \/— 1 1
2 7= { 2_2 :7\/: #:
2? 4

Propriétés
Soit x et y deux réels positifs, r et r' des
rationnels on a :

1. xr+r’ = xT x x"'

7 yrxr’ — (x")" = (x™)"

3. x "= xi (x # 0)
rerr _ X'

4, x == (x #0)

5. (xy)"=x"y"
AL

6. (5) =%

Exercice22 : Considérons la fonction f définie
par : f (x)= xcosl; sik# @ f(0)=0
X

1)Etudier la continuité de f en x,=0
2) Etudier la continuité de fsur les intervalles

10;+ et |- *0[ et est ce f est continue sur R
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3) lim f(x) Solution : 1)xe R’

cos(l }J
X+ 0 X
1
- d :
co{x }<|xj onc

xcos(% \)6|><I
donc: —|x <f(x) |«

et puisque : lim|x|=0 et lim-|x 9
x—0

X—0

donc : |X

Alors : Ixim)f(x):o =f(0)

Donc :f est continue en X, =0

. 1 ,
2)on a la fonction : f,:x— = continue sur les
X

intervalles |0;+ det |- «0[ et les fonctions :
f,:x—cosx et f,:x— X sont continués sur les
intervalles |0;+ et |- o0

Donc: f =f, £f,of,) estcontinue surles
intervalles |0;+ et |- a0

Et puisque : f est continue en x,=0

Alors f est continue sur R
3) lim f(x) ?

X—>+ oo

lim 1 =0 et X— cosx est continue en X, =0

X+ o)

. 1
Donc lim cos== cos0=:

X—>+ o X

Et puisque : lim x= +

X—>+ o

) 1
Alors lim xcos== +

X—>+ 0 X

Exercice23 : soient f et g sont deux fonctions
définies sur R tels que f est bornée et g continue
sur R ;Montrer que fog et go f sont bornées

sur R
Solution :1) f est bornée sur R donc il existent
deux réels met M tel que : VX &R

m< f(x) <M
Donc: f(x)e[m M] v¥x &R
Donc: g(f(x))eg([m M]) vx R

et puisque g est continue sur R alors
g est continue sur [m; M] donc il existent deux

réels aet b tel que g([m M])=[a y




donc g( f(x))e[ab vx R
donc a<g( f(x) <b vx R
donc a<(ge f)(x) <b vx &R
Donc go f sont bornée sur R

2)la fonction g est continue sur R donc :
g(R)=1 avec | unintervalle de R

et puisque f est bornée sur R Donc :

f(y)e[m M] vy el

Donc : f(g(x))e[m M] vx &R

Donc: m<( fog)(x <MVvx R

Donc fog sont bornée sur R

Exercice 24: Considérons la fonction f continue
Sur |’ i[;b]etrxves X, bte, des

de [&4B]intervalle
éequation

f(x) +f(%) +(x%) admetau moins

nombres
Montrer que | ’
3f(x):
une solution dans [a; b]

Solution :
On considéré la fonction g définie sur [a; b] par

) £ f(x) (%) Hx))

la fonction g est [a&bnti
soit f () le plus petit des nombres f(x); f(x,)

; f (%) et soit f () le plus grand des nombres

f(x); Fx)et T(x)

Ona: g(a)=3f(ad {f(x) #(x) f{x))

g(a)=(f( g (%) (+( ¥ ff(xz)) (¢ )e f(%))
)<0

Donc : g(a)<

Deméme:ona:g

=3f( A {f(x) #x) #x)
9(e)=(( 4 (%)) (+f( B Hx)) (f(* )/”( %))
Donc : g(f)=0

et puisque g est continue sur[a; b

Donc: d’' a (¢Trvd)sl existe unréel Cdans
[a;b] tel que : g(C) =0
Cad 3f (c)=f(x) +(x) +(%)
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Doncl * é q u3f (x)=offix) +f(x) F(x)
admet au moins une solution dans [a; b
Exercice25 : soient f et g sont deux fonctions
continues sur[a; b tels que :
0<g(x)< f(x) Vvx dab]
Montrer que :

30 &1 % [ati o
Solution : Montrons que :

30 &0 % [athL ol

b]}ta%l

On considéré la fonction h définie sur [a;b]par

i)
f(<y Cad:

1 R, X [a&

h(x):%

| * i nt [eb]eaaflet gesont continues sur
| 7 i nt [eb]etad(x)-e0Vvx & b] Donc la
fonction h admet un minimum A Cad il existe
X, €[a; b] tel que :

4la fonction h est continue sur

A=h(x) :% Tet A<h(x) Vx dab]
r(])rlljae: Oi g;(;))Jf()%I) (rj]otnce r<v;§a>)<§;

donc: AeR’ donc:

R X [abi(l dg¥ )
Exercice 26: Considérons la fonction f continue
Sur |’ i[sb]¢etquea If (ap<0

a-X%

b-%

il existe x,€]alf telque: f(x)=
Solution :
(%)== (b %) f(x) ta %) 0

On considéré la fonction g définie par :
g(x)=(b ) f(¥ (& % ;lafonction g est

s ula;bj]d a1 nd'ee wtg

Ona:

continue
de fonctions continues sur [a; b
Ona: g(a)=(b -8 f(a<0 car f(a)<0

18




Et b-a-0 etona: g(b)=b -a-0
Donc: d’ a (TrVd)sl existe x,e]al tel
_a-X
b-X
Exercice 27 :Soit la fonction f (x)=x" +x X

que: g(%)=0 cad f(x)

définie sur R.

1- Déterminer J = £([0,1])

2- Montrer que f admet une fonction réciproque
de J vers [0,1] et déterminer f™* (x) ¥x &J
Exercice 28 :Soit la fonction g(x)= x 24 x
définie sur R",

1- Montrer que g est strictement croissante sur
[1, +o [puis déterminer ] = g([1, + <[ )

2- Montrer que g admet une fonction réciproque
de J vers [1, + et déterminer g™ (x) ¥x &J

X

— X2
Montrer que h est une bijection de] = 1 vers
un intervalle J qu’il faut déterminer et déterminer
et déterminer h™ (x) vx €J

Exercice 30:

1. Résoudre dans R| ' é q u &t—ix oth :
2. Résoudredans Rl " équati on
Ix-5Yx 6 ©

3. Résoudre dans R |

Yx-1 IYx 21

C est en forgeant xDiten [|’  on devient forgeron
proverbe. C’ eregulierementauxe nt r ai nan't

cal culs et exercices Que [| " on devient un
mathématicien

Exercice 29 :Soit la fonction h(x)= 1

’

i néquation
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