
 

  

 2007أجوبة الدورة العادية  𝟗𝟕 :الصفحة   2012رمضان   (  ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 ( ن 3,0 ):   التمرين الأول 

  𝐈  أ 1 ∎
,𝑎 ٤ٌُٖ اُضٝط  𝑏  ٖٓ ػ٘ظشا 𝐸2.  

  .𝐸 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ⊥ٝ ثبُزب٢ُ 

∎ 1  𝐈  ب 

,𝑎 ∀ :٣ٌل٢ إٔ ٗج٤ٖ إٔ  𝑏 𝜖𝐸2  ;   𝑎 ⊥ 𝑏 𝜖 𝐸 

,𝑎 ٤ٌُٖ اُضٝط  𝑏  ٖٓ ػ٘ظشا 𝐸2.  

𝑏 ٝ :٣ؼ٢٘  ≠
1

 2
 𝑎 ≠

1

 2
 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑏 2 − 1 ≠ 0 𝑎 2 − 1 ≠ 0 ٝ 

 ٌٖ٤ُ𝑒 ٕٞٗك٢ ⊥ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوب 𝐸  

,𝐸  : خلاصح  .  صٓشح رجبد٤ُخ ⊥

       رجبد٤ُب ⊥ صٓشح رجبد٤ُخ ٣ٌل٢ إٔ ٣ٌٕٞ           ٢ٌُ رٌٕٞ 

 ٝإٔ ٣وجَ ًَ 𝐸ٝ رغ٤ٔؼ٤ب ٝ إٔ ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ك٢ 

  .𝐸 ٓٔبصلا ٖٓ 𝐸ػ٘ظش ٖٓ 

,𝑎 ٤ٌُٖ اُضٝط  𝑏  ٖٓ ػ٘ظشا 𝐸2.  

 ٚ٘ٓ ٝ:  𝑎 2 − 1  𝑏 2 − 1 ≠ 0 

 ٚ٘ٓ ٝ: 
−1

 2
 𝑎 2 − 1  𝑏 2 − 1 ≠ 0 

 :ارٕ 
1

 2
−

1

 2
 𝑎 2 − 1  𝑏 2 − 1 ≠

1

 2
 

𝑎 :ارٕ  ⊥ 𝑏 ≠
1

 2
 

𝑎 :أ١  ⊥ 𝑏  𝜖  ℝ ∖  
1

 2
  

𝑎 :أ١  ⊥ 𝑏  𝜖  𝐸 

∎  𝐈  2 

  .𝐸 رجبد٢ُ ك٢ ⊥: ٝ ٓ٘ٚ 

  .𝐸 ك٢ ⊥ ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوبٕٗٞ 0 كبٕ 𝜖 𝐸 0: ٝ ثٔب إٔ 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا 𝐸.  

 ٌٖ٤ُ ٝ𝑦 َٓٔبص 𝑥 ك٢ 𝐸 ثبُ٘غجخ ُـ ⊥  

;   𝑥𝜖𝐸∀  :٣ؼ٢٘    𝑥 ⊥ 𝑒 = 𝑒 ⊥ 𝑥 = 𝑥 

⟺     ∀𝑥𝜖𝐸   ;   𝑥 + 𝑒 − 𝑥𝑒 2 = 𝑥 

⟺     ∀𝑥𝜖𝐸   ;   𝑒 1 − 𝑥 2 = 0 

𝑥 :كبٕ    𝑥 𝜖 𝐸:   ٝ ثٔب إٔ  ≠
1

 2
 

𝑒:ٝ ثبُزب٢ُ  :٣ؼ٢٘  = 0   1 − 𝑥 2 

𝑥 2:  ٗلزشع اُزغب١ٝ ارٕ  = 𝑥 2 − 1  

 ٚ٘ٓ ٝ  :0 =  . ٝٛزا ر٘بهغ ٝاػؼ1−

 ٖٓ𝐸 ٕٞٗثبُ٘غجخ ُِوب ⊥  

 : ٝ ٖٓ رْ كبٕ 
𝑥

 𝑥 2 − 1 
 𝜖 𝐸 

 :ٝ ُِزؤًذ ٖٓ إٔ 
𝑥

 𝑥 2 − 1 
 ≠  

1

 2
 

 : ٣وجَ ٓٔبصلا ٝ ٛٞ ٣𝑥 ٖٓ 𝐸ؼ٢٘ إٔ ًَ ػ٘ظش 
𝑥

 𝑥 2 − 1 
  

  𝐈𝐈  أ 1 ∎

𝐴 :ُذ٣٘ب  =  
−1 1
1 −1

  

⟺   𝐴2 = −2  
−1 1
1 −1

 = −2𝐴 

𝐴2 =  
−1 1
1 −1

  
−1 1
1 −1

 =  
2 −2

−2 2
 :ارٕ   

 :ُذ٣٘ب 
1

 2
−

1

 2
 𝑎 2 − 1  𝑏 2 − 1  

=
1

 2
−  𝑎 −

1

 2
  𝑏 2 − 1  

=
1

 2
−  𝑎𝑏 2 − 𝑎 − 𝑏 +

1

 2
  

= 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏 2 

= 𝑎 ⊥ 𝑏 

𝑎 ⊥ 𝑏 =   
1

 2
−

1

 2
 𝑎 2 − 1  𝑏 2 − 1  

⟺     𝑎 ⊥ 𝑏 =   
1

 2
−

1

 2
 𝑏 2 − 1  𝑎 2 − 1  

⟺     𝑎 ⊥ 𝑏 = 𝑏 ⊥ 𝑎  

𝑥 ⊥ 𝑦 = 𝑦 ⊥ 𝑥 = 0 

⟺     𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦 2 = 0 

⟺     𝑦 1 − 𝑥 2 = −𝑥 

⟺     𝑦 =
−𝑥

 1 − 𝑥 2 
=

𝑥

 𝑥 2 − 1 
 

 𝐸, ⊥  



 

  

,𝐸  رشبًلا ٖٓ ٢ٌُ𝜑 ٣ٌٕٞ اُزطج٤ن   ٣ٌل٢ إٔ ٗزؤًذ ٖٓ  ×,𝐹  ٗؾٞ  ⊥

,𝑎  ∀:   إٔ  𝑏  𝜖 𝐸2  ;   𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 = 𝜑 𝑎 ⊥ 𝑏   
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 :٣ٌل٢ إٔ ٗج٤ٖ إٔ 

  ٝ راد ٓؼبٓلاد ؽو٤و٤خ 2 ٓظلٞكخ ٓشثؼخ ٖٓ اُشرجخ  𝑀 𝑎ك٢ اُجذا٣خ ٗلاؽع إٔ 

    (ℝ) M2   ارٕ أُغٔٞػخ𝐹       ٖٓ عضء  

 ٌٖ٤ُ𝑀 𝑎  ٝ 𝑀 𝑏  ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐹 ثؾ٤ش   : 𝑎, 𝑏  𝜖 𝐸2   

𝑎 ٢ٌُ رٌٕٞ أُظلٞكخ   ⊥ 𝑏     ٖٓ ػ٘ظشا𝐹  ٌٕٞ٣ٌل٢ إٔ ٣ 𝑎 ⊥ 𝑏  

  𝐸ػ٘ظشا ٖٓ 

𝑎ٝ ثبُلؼَ    ⊥ 𝑏 𝜖 𝐸 ٕهبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ⊥  لأ 𝐸 ٝ 𝑎𝜖𝐸 ٝ 𝑏𝜖𝐸.  

× 𝑀 𝑎:   ارٕ ٗؾظَ ػ٠ِ  𝑀 𝑏  𝜖 𝐹   

    (        ℝ ,×) M2   ثبُزب٢ُ ٝ𝐹 ٖٓ عضء ٓغزوش  

= 𝑀 𝑎 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
1

 2
  

2 − 𝑎 𝑎

𝑎  2 − 𝑎
  

⟺      𝑀 𝑎 =
1

 2
  

2 0

0  2
 +

1

 2
 
−𝑎 𝑎
𝑎 −𝑎

  

⟺      𝑀 𝑎 =  
1 0
0 1

 +
𝑎

 2
 
−1 1
1 −1

  

⟺      𝑀 𝑎 = 𝐼 +
𝑎

 2
𝐴 

∎ 1  𝐈𝐈  ب 

 ∀𝑀 𝑎 𝜖𝐹 ,  ∀𝑀 𝑏 𝜖𝐹   ;   𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏  𝜖 𝐹 

× 𝑀 𝑎  :ُذ٣٘ب  𝑀 𝑏 =   𝐼 +
𝑎

 2
𝐴  𝐼 +

𝑏

 2
𝐴  

 ⟺       𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏 =  𝐼 +
𝑏

 2
𝐴 +

𝑎

 2
𝐴 +

𝑎𝑏

2
𝐴2 

 ⟺       𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏 =  𝐼 +
𝑏

 2
𝐴 +

𝑎

 2
𝐴 −

𝑎𝑏

2
𝐴 

 ⟺       𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏 =  𝐼 +
 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏 

 2
𝐴 

 ⟺       𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏 =  𝑀 𝑎 ⊥ 𝑏  

∎  𝐈𝐈  2 أ 

  .رجب٤٘٣ب روبثلا ٣ٌل٢ إٔ ٣ٌٕٞ ش٤ُٞٔب ٝ 𝜑ٝ ٢ٌُ ٣ٌٕٞ اُزطج٤ن 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐸.  

  :𝐹ارٕ ؽغت رؼش٣ق أُغٔٞػخ  .𝐹 ٓظلٞكخ ٖٓ 𝑆ُزٌٖ 

;   𝜑  :  ∃ 𝑎 𝜖 𝐸ٝ ٓ٘ٚ ؽغت رؼش٣ق اُزطج٤ن    𝑆 = 𝜑 𝑎    

,𝐸  ٖٓ شمىنً رطج٤ن 𝜑ٝ ثبُزب٢ُ     ×,𝐹  ٗؾٞ  ⊥

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐸 ثؾ٤ش   :𝜑 𝑎 = 𝜑 𝑏    

= 𝜑  : 𝑀 𝑎ارٕ ؽغت رؼش٣ق اُزطج٤ن  𝑀 𝑏    

,𝐸  ٖٓ تثاٌىً رطج٤ن 𝜑: ٝ ثبُزب٢ُ     ×,𝐹  ٗؾٞ  ⊥

,𝐸  ٖٓ تقاتهً رشبًَ 𝜑: خلاطخ    . ×,𝐹  ٗؾٞ  ⊥

 ⟺      𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 =  𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏  

 ⟺      𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 =   𝐼 +
𝑎

 2
𝐴  𝐼 +

𝑏

 2
𝐴  

 ⟺      𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 =  𝐼 +
𝑏

 2
𝐴 +

𝑎

 2
𝐴 +

𝑎𝑏

2
𝐴2 

 ⟺      𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 =  𝐼 +
𝑏

 2
𝐴 +

𝑎

 2
𝐴 −

𝑎𝑏

2
𝐴 

 ⟺      𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 =  𝐼 +
 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏 

 2
𝐴 

 ⟺      𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 =  𝑀 𝑎 ⊥ 𝑏  

 ⟺      𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 =  𝜑 𝑎 ⊥ 𝑏  

 ∃ 𝑎 𝜖 𝐸   ;   𝑆 = 𝑀 𝑎  

𝐼   :٣ؼ٢٘  +
𝑎

 2
𝐴 =  𝐼 +

𝑏

 2
𝐴  

 ٚ٘ٓ ٝ   : 𝑎 = 𝑏 

∎  𝐈𝐈  2 ب 

 .ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ اُزوبث٢ِ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح 

 ٝ ًَ 0 ٛٞ ⊥ صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوبٕٗٞ             ٝ ثٔب إٔ

  ٣وجَ ٓٔبصلا  𝑥 ٖٓ 𝐸ػ٘ظش 
𝑥

𝑥 2−1
    

 ٛٞ ×صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوبٕٗٞ             كبٕ 

𝜑 0  ػ٘ظش ًَ ٝ 𝑦 ٖٓ 𝐹  ٣وجَ ٓٔبصلا 𝜑 
𝑦

𝑦 2−1
    

= 𝜑 0 :ٝ ُذ٣٘ب  𝐼 +
0

 2
𝐴 = 𝐼 

𝜑  
𝑦

𝑦 2 − 1
 = 𝐼 +

𝑦

 2 𝑦 2 − 1 
𝐴 = 𝐼 +

𝑦

2𝑦 −  2
𝐴 

=

 

 
 

 2 − 𝑦

 2 − 2𝑦

𝑦

2𝑦 −  2

𝑦

2𝑦 −  2

 2 − 𝑦

 2 − 2𝑦 

 
 

= 𝑀  
𝑦

𝑦 2 − 1
  

 𝐹,×  

 𝐸, ⊥  
𝑀 



 

  

 :٣ٌل٢ إٔ ٗج٤ٖ إٔ 
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 :ٝ ُِزؤًذ 

𝑀 𝑦 × 𝑀  
𝑦

𝑦 2 − 1
 =  𝐼 +

𝑦

 2
𝐴  𝐼 +

𝑦

2𝑦 −  2
𝐴  

=   𝐼 +
𝑦

 2
𝐴 +

𝑦

2𝑦 −  2
𝐴 +

𝑦2

 2 2𝑦 −  2 
𝐴2 

=   𝐼 +
𝑦

 2
𝐴 +

𝑦

 2  2𝑦 − 1 
𝐴 −

2𝑦2

2  2𝑦 − 1 
𝐴 

=   𝐼 +  
2  2𝑦 − 1 𝑦 + 2𝑦 − 2 2𝑦2

2  2𝑦 − 1  2
 𝐴 

=   𝐼 +  
2 2𝑦2 − 2𝑦 + 2𝑦 − 2 2𝑦2

2  2𝑦 − 1  2
 𝐴 

=   𝐼 + 0 

=   𝐼 

 .ٗخزبس رو٤٘خ اُزؼ٤َٔ. ٝ ُِٞطٍٞ ا٠ُ رُي ٗ٘شش أٝ ٗؼَٔ

𝑧:  ثظلخ ػبٓخ، ارا ًبٕ  = ℜ𝑒 𝑧 + 𝑖ℑ𝑚 𝑧   ٕكب  𝑧 − 𝑧 = 2𝑖ℑ𝑚 𝑧    

 ٚ٘ٓ ٝ  : 𝑎 + 𝑖  ؽَ ُِٔؼبدُخ   𝐸 .  

𝑎𝑥2:   ٛٔب ؽلا أُؼبدُخ 𝑢 ٝ 𝑣ارا ًبٕ : رز٤ًش  + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0   

𝑢𝑣:  كبٕ  =
𝑐

𝑎
  ٝ  𝑢 + 𝑣 =

−𝑏

𝑎
    

  . 𝐸  ٛٔب ؽلا أُؼبدُخ 𝑢 ٝ 𝑣ُذ٣٘ب 

𝑖 :    ثو٤ٔزٚ ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑢ٗؼٞع  + 𝑎 + 𝑣 =  1 + 𝑎  1 + 𝑖   

 𝑎 + 𝑖 2 −  1 + 𝑎  1 + 𝑖  𝑎 + 𝑖 + 𝑖 1 + 𝑎2 = 0 

=  𝑎 + 𝑖  𝑎 + 1  𝑖 + 1  

𝑢 :ارٕ  + 𝑣 =
 1 + 𝑎  1 + 𝑖 

1
 

ٗؼِْ إٔ ًَ ػذد ؽو٤و٢ ٣ٌٕٞ دائٔب ٓغب٣ٝب ُٔشاكوٚ ٝ عٞف ٗغزـَ ٛزٙ 

 .  ػذد ؽو٤و٢    اُخبط٤خ ٢ٌُ ٗجشٖٛ ػ٠ِ إٔ 

= 𝑎 :  ثٔب إٔ  = 𝑎 :     كبٕ 1  𝑎𝑎 = 1   

 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑖ٗؼشة ثغؾ ٝ ٓوبّ اُ٘ز٤غخ الأخ٤شح ك٢ اُؼذد اُؼوذ١ 

٣ؼ٢٘ إٔ اُؼذد
𝑢

𝑣
 . ػذد ؽو٤و٢ 

  :ُذ٣٘ب 
𝑢

𝑣
 

     
=  

𝑎 + 𝑖

𝑎𝑖 + 1
 

           
=

𝑎 − 𝑖

1 − 𝑖𝑎 
 

= 𝑎 :ارٕ 
1

𝑎
 

 ٚ٘ٓ ٝ:  
𝑢

𝑣
 

     
=

𝑎 − 𝑖

1 − 𝑎 𝑖
=

1
𝑎

− 𝑖

1 −
1
𝑎 𝑖

=
1 − 𝑎𝑖

𝑎 − 𝑖
 

 
𝑢

𝑣
 

     
=

1 − 𝑎𝑖

𝑎 − 𝑖
=

𝑎 + 𝑖

𝑎𝑖 + 1
=

𝑢

𝑣
 

  :ارٕ ٗغز٘زظ ٓٔب عجن إٔ 
𝑢

𝑣
 

     
=

𝑢

𝑣
 

𝑢2: ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ       ب = 𝑎  𝑎 − 𝑎  + 2𝑖   

  2𝜋ارٕ ػٔذح اُطشف الأ٣ٖٔ ٣ٞاكن ػٔذح اُطشف اُضب٢ٗ ثزشد٣ذ 

≡ 2𝐴𝑟𝑔 𝑢:   ا١  𝐴𝑟𝑔  𝑎  𝑎 − 𝑎  + 2𝑖   2𝜋   

≡ 2𝐴𝑟𝑔 𝑢 :٣ؼ٢٘  𝐴𝑟𝑔 𝑎 + 𝐴𝑟𝑔  𝑎 − 𝑎  + 2𝑖  2𝜋    

𝑎:  ُذ٣٘ب  − 𝑎 + 2𝑖 = 2𝑖ℑ𝑚 𝑎 + 2𝑖 = 2𝑖 ℑ𝑚 𝑎 + 1   

 ٚ٘ٓ ٝ   :   𝐴𝑟𝑔  𝑎 − 𝑎 + 2𝑖 ≡ 𝐴𝑟𝑔 2𝑖 + 𝐴𝑟𝑔 ℑ𝑚 𝑎 + 1  

≡ 𝐴𝑟𝑔 2𝑖:  ارٕ .  ػذد رخ٢ِ٤ طشف2𝑖ُذ٣٘ب 
𝜋

2
 2𝜋   

+ ℑ𝑚 𝑎 ٝ ُذ٣٘ب ًزُي   + 𝐴𝑟𝑔 ℑ𝑚 𝑎: ارٕ .   ػذد ؽو٤و٢ 1 1 ≡ 0 2𝜋    

≡ 2𝐴𝑟𝑔 𝑢:   ٝ ثبُزب٢ُ  𝐴𝑟𝑔 𝑎 +
𝜋

2
 2𝜋    

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝐴𝑟𝑔 𝑢 ≡
1

2
𝐴𝑟𝑔 𝑎 +

𝜋

4
 𝜋  

  𝐈  ب 1 ∎

  𝐈  ج 2 ∎

  𝐈  ب 2 ∎

 ( ن 3,5 ):   التمرين الثاني 

  𝐈  أ 1 ∎

  𝐈  أ 2 ∎

 ٚ٘ٓ ٝ    : 𝑣 =  1 + 𝑎  1 + 𝑖 −  𝑖 + 𝑎  

⟺    𝑣 = 1 + 𝑖 + 𝑎 + 𝑎𝑖 − 𝑖 − 𝑎 

⟺    𝑣 = 1 + 𝑎𝑖 

𝑎  : ُذ٣٘ب  + 𝑖 2 + 𝑖 1 + 𝑎2 =  𝑎 + 𝑖 2 + 𝑖 𝑎2 − 𝑖2  

=  𝑎 + 𝑖  𝑎 + 𝑖 + 𝑖 𝑎 − 𝑖  𝑎 + 𝑖  

=  𝑎 + 𝑖  𝑎 + 𝑖 +  𝑎𝑖 + 1  𝑎 + 𝑖  

=  𝑎 + 𝑖  𝑎 + 𝑖 + 𝑎𝑖 + 1  

𝑢2 :ُذ٣٘ب  =  𝑎 + 𝑖 2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑖 − 1 

⟺   𝑢2 = 𝑎  𝑎 + 2𝑖 −
1

𝑎
  

⟺   𝑢2 = 𝑎 𝑎 + 2𝑖 − 𝑎   

⟺   𝑢2 = 𝑎  𝑎 − 𝑎  + 2𝑖  

𝑢

𝑣
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  𝑖 طٞسح اُؼذد اُؼوذ١ 𝐻ُزٌٖ 

  𝑖− طٞسح اُؼذد اُؼوذ١  𝐻ٝ ُزٌٖ 

  𝑎 طٞسح اُؼذد اُؼوذ١ 𝑀ٝ ُزٌٖ 

+ 𝑢 : ُذ٣٘ب   𝑣 = 𝑚 ٣ؼ٢٘  : 𝑎 + 𝑖 +  𝑎𝑖 + 1 = 𝑚  

𝑎𝑖 :  ُ٘ج٤ٖ إٔ  + 1 =  𝑎 − 𝑖    

𝑎𝑖:   ُذ٣٘ب  + 1 = 𝑖 𝑎 − 𝑖    

𝑎 :   ارٕ  + 𝑖 +  𝑎 − 𝑖 = 𝑚  

 ٚ٘ٓ ٝ  : 𝑎 −  −𝑖  +  𝑎 − 𝑖 = 𝑚  

𝐻 𝑀:  أ١  + 𝐻𝑀 = 𝑚  

𝐸𝑚 ٢ٌُ رٌٕٞ ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ  𝐻 𝐻:  ا٤ِِٛظ ٣ٌل٢ إٔ ٗزؾون ٖٓ إٔ   ≤ 𝑚  

𝐻 𝐻:   ُذ٣٘ب  =  𝑖 −  −𝑖  =  2𝑖 = 2  

𝑚: ٝ ُذ٣٘ب ؽغت أُؼط٤بد  ≥ 𝑚:    ارٕ 2 ≥ 𝐻 𝐻 

𝐸𝑚 ٝ ثبُزب٢ُ    𝒪 أ١ اُ٘وطخ  𝐻 𝐻  ا٤ِِٛظ ٓشًضٙ ٛٞ ٓ٘زظق اُوطؼخ  

𝐸𝑚 ثٔب إٔ   . ا٤ِِٛظ 

  .𝑎 ٝ 𝑏ُ٘ؾذد ا٥ٕ ه٤ٔز٢ اُؼذد٣ٖ 

2𝑏ُذ٣٘ب   = 𝑚  ٕار  𝑏 =
𝑚

2
   

𝑐:  ٝ ٗؼِْ ًزُي إٔ  =
𝐻 𝐻

2
= 1   ٝ   𝑐2 = 𝑏2 − 𝑎2   

𝑎2:  ارٕ  = 𝑏2 − 𝑐2  

𝐸𝑚 ٝ ثبُزب٢ُ أُؼبدُخ اُذ٣ٌبسر٤خ ُلإ٤ِِٛظ    ٢ٛ : 

 ٚ٘ٓ ٝ   : 𝑎𝑖 + 1 =  𝑖 𝑎 − 𝑖     

𝑎𝑖 :   ٣ؼ٢٘  + 1 =  𝑖  𝑎 − 𝑖    

𝑎𝑖 :   أ١  + 1 = 1 𝑎 − 𝑖 =  𝑎 − 𝑖    

𝐸𝑚  :كبٕ ٓؼبدُزٚ اُذ٣ٌبسر٤خ رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ    ∶   
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1 

 ٚ٘ٓ ٝ:   𝑏2 =
𝑚2

4
 

 𝐸𝑚   ∶   
𝑥2

 
𝑚2

4 − 1 
+

𝑦2

 
𝑚2

4  
= 1 

  𝐸4  ا٤ِِٛظ ٣ز٤ٔض ثبُؼ٘بطش اُزب٤ُخ : 

 𝐈𝐈  ∎ 2 ب 

 𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

  ٙٓشًض𝒪  

  ٚسإٝع  :𝐴  3, 0   ٝ  𝐵 − 3, 0   ٝ  𝐶 0,2   ٝ  𝐷 0, −2    

  ٙثئسرب  :𝐻 0,1   ٝ  𝐻  0, −1  .  

  رجبػذٙ أُشًض١  :𝑒 =
𝑐

𝑏
=

1

2
   

𝓞 −𝟐 − 𝟑  𝟑 𝟐 

−𝟐 

𝟐 

𝐇 𝐢  

𝐇  −𝐢  

𝐀 

𝐁 

𝐂 

𝐃 

 𝐈𝐈  ∎ 3 

   𝐴  3  ٝ 𝐵 2𝑖:  ُذ٣٘ب ℂك٢ أُغٔٞػخ 

,𝐴  3:  ُذ٣٘ب ℝ2ارٕ ك٢ أُغٔٞػخ  0  ٝ 𝐵 0,2   

 : ٝ اُز٢ رٌزت ك٢ شٌِٜب أُخزظش ًبُزب٢ُ           ُ٘ؾذد ٓؼبدُخ أُغزو٤ْ 

 . ٛٞ الأسرٞة ػ٘ذ الأط𝑞َ ٛٞ ا٤َُٔ ٝ 𝑝ثؾ٤ش 

  . 𝐴𝐵   ٗوطخ ٖٓ  𝐵 0,2:  ٝ ُذ٣٘ب 

2:  ارٕ  =
−2 3

3
× 0 + 𝑏 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑏 = 2   

 ٌٕٞ٢ٌُ ٣ 𝐴𝐵  ٓٔبعب ُلإ٤ِِٛظ  𝐸 8

 7

 ٣ٌل٢ إٔ ٗؾذد ٗوطخ روبؽغ  

 𝐴𝐵  ٝ  𝐸 8

 7

𝐸   صْ ٗؾذد ثؼذ رُي ٓؼبدُخ أُٔبط ُـ   8

 7

ك٢ رِي  

  . 𝐴𝐵 اُ٘وطخ ٝ ٗج٤ٖ إٔ رِي أُؼبدُخ ٓب ٢ٛ الا ٓؼبدُخ أُغزو٤ْ 

 𝐴𝐵  ∶   𝑦 = 𝑝𝑥 + 𝑞 

𝑝 =
𝑦𝐵 − 𝑦𝐴

𝑥𝐵 − 𝑥𝐴
=

2

− 3
=

−2 3

3
 

∶  𝐴𝐵  :ارٕ    𝑦 =
−2 3

3
𝑥 + 𝑞 

∶  𝐴𝐵  :ٝ ثبُزب٢ُ    𝑦 =
−2 3

3
𝑥 + 2 

 𝑬𝟒  

𝐸𝑚  :٣ؼ٢٘    ∶   𝑥2 +  1 −
4

𝑚2
 𝑦2 =  

𝑚2

4
− 1  

 𝐈𝐈  ∎ 1 

 𝐴𝐵  
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𝐴𝐵  ٝ  𝐸 ُزؾذ٣ذ ٗوطخ روبؽغ  8

 7

 :   ٗؾَ اُ٘ظٔخ اُزب٤ُخ   

𝐸  ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ 𝑦ٗؼٞع  8

 7

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  

 : ٗؾظَ ػ٠ِ 28ٗؼشة ؽشك٢ أُؼبدُخ ك٢ اُؼذد 

𝑦0:  ثؾ٤ش  =
8

7
  ٝ  𝑥0 =

3 3

7
   

  .        ٝ ٛزٙ اٌُزبثخ الأخ٤شح ٢ٛ ثبُلؼَ ٓؼبدُخ أُغزو٤ْ 

 أ 2 :ػ٠ِ ثشًخ الله، ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ          

𝐸  :أ١  8

 7

  ∶   𝑥2 +
9

16
𝑦2 =

9

7
 

 
 

 𝑥2 +
9

16
𝑦2 =

9

7

𝑦 =
−2 3

3
𝑥 + 2

  

 : ٗغذ  𝐴𝐵  ك٢ ٓؼبدُخ 𝑥ٗؼٞع 

      𝑦 =
−2 3

3
.
3 3

7
+ 2 =

8

7
 

𝐸 ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب ٓؼبدُخ أُٔبط ُـ  8

 7

  ك٢ اُ٘وطخ  
3 3

7
,

8

7
    

𝑥𝑥0 :رٌزت ػ٠ِ شٌَ  +
9

16
𝑦𝑦0 =

9

7
 

𝐸  ٛٞ أُٔبط ُـ  𝐴𝐵 ٝ ثبُزب٢ُ  8

 7

 :   ك٢ اُ٘وطخ  
3 3

7
,

8

7
 .   

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

 أ 1 ∎

 .ٗذ٣ُِش خٞاسص٤ٓخ أه٤ِذط ٝ ٗٞهق ٓؾشًبرٜب كٞس اُؾظٍٞ ػ٠ِ ثبه٢ ٓ٘ؼذّ

 : أُشؽِخ الأ٠ُٝ 
232 195 

1 
37 

 . ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ارٕ ٝاط37َ 

 : أُشؽِخ اُضب٤ٗخ 
195 37 

5 
10 

 . ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ارٕ ٝاط10َ 

 : أُشؽِخ اُضبُضخ 
37 10 

3 
7 

 . ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ارٕ ٝاط7َ 

 𝐸 8

 7

  ∶   𝑥2 +

 

 
 

1 −
4

 
8

 7
 

2

 

 
 

𝑦2 =

 

 
 

 
8

 7
 

2

4
− 1

 

 
 

 

  ⟺     7𝑥 2 − 2 7𝑥  3 3 +  3 3 
2

= 0 

  ⟺     7𝑥 − 3 3 
2

= 0 

  ⟺     7𝑥 − 3 3 = 0 

  ⟺     𝑥 =
3 3

7
 

 : ارٕ ٓؼبدُخ أُٔبط ٢ٛ 
3 3

7
𝑥 +

9

16
𝑦

8

7
=

9

7
 

⟺    
3 3

7
𝑥 +

9

14
𝑦 =

9

7
 

⟺     𝑦 = 2 −
2 3

3
𝑥 

𝓞 −𝟐 − 𝟑  𝟑 𝟐 

−𝟐 

𝟐 

𝐇 𝐢  

𝐇  −𝐢  

𝐀 

𝐁 

𝐂 

𝐃 

𝟑 𝟑

𝟕
 

𝟖

𝟕
 

 𝐀𝐁  

 𝑬 𝟖

 𝟕

  

 𝑬𝟒  

  𝑥2 +
9

16
 
−2 3

3
𝑥 + 2 

2

=
9

7
 

  ⟺    𝑥2 +
9

16
 

4

3
𝑥2 + 4 −

8 3

3
𝑥 =

9

7
 

  ⟺    𝑥2 +
3

4
𝑥2 +

9

4
−

3 3

3
𝑥 =

9

7
 

  ⟺    
7

4
𝑥2 −

3 3

3
𝑥 +

27

28
= 0 

 𝐴𝐵  
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 : أُشؽِخ اُشاثؼخ 
10 7 

1 
3 

 . ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ارٕ ٝاط3َ 

 : أُشؽِخ اُغبدعخ 
3 1 

3 
𝟎 

 .تىقف ٓ٘ؼذّ ارٕ 0 

 : أُشؽِخ اُخبٓغخ 
7 3 

2 
1 

 . ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ارٕ ٝاط1َ 

 ب 1 ∎

  .      ُـ  (أٝ اُؾَ اُخبص  )ك٢ اُجذا٣خ ٣غت ػ٤ِ٘ب إٔ ٗجؾش ػٖ اُؾَ اُجذ٢ٜ٣ 

 :انطشٌقح هً كانتانً 

1:    ٗ٘طِن ٖٓ أُشؽِخ اُخبٓغخ  = 7 − 2 × 3  

 : ك٢ ٛزا اُزؼج٤ش ُ٘ؾظَ ػ٠ِ اُزؼج٤ش اُغذ٣ذ اُزب٢ُ 3ٗؼٞع 

 : ك٢ ٛزا اُزؼج٤شالأخ٤ش ُ٘ؾظَ ػ٠ِ اُزؼج٤ش اُغذ٣ذ اُزب٢ُ 7ٗؼٞع 

 : ك٢ ٛزا اُزؼج٤شالأخ٤ش ُ٘ؾظَ ػ٠ِ اُزؼج٤ش اُغذ٣ذ اُزب٢ُ 10ٗؼٞع 

 : ك٢ ٛزا اُزؼج٤شالأخ٤ش ُ٘ؾظَ ػ٠ِ اُزؼج٤ش اُغذ٣ذ اُزب٢ُ 37ٗؼٞع 

,69− :  ارٕ اُؾَ اُخبص ُِٔؼبدُخ  ٛٞ اُضٝط  −58   

   𝐸 عٞف ٗؾذد ا٥ٕ ط٤ـخ اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ 

195𝑥:   ٣ؼ٢٘  − 232𝑦 = 1  

− 69− 195:  ٝ ُذ٣٘ب  232 −58 = 1  

 : ٗ٘غض ػ٤ِٔخ اُلشم ث٤ٖ ٛبر٤ٖ أُزغب٣ٝز٤ٖ ٗؾظَ ػ٠ِ 

195:   ارٕ  ∕ 232 𝑦 + 58    

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  : 195 ارٕ ؽغت  ∕  𝑦 + 195:   لإٔ  58 ∧ 232 = 1  

 ٚ٘ٓ ٝ     : ∃𝑘′𝜖℞   ;   𝑦 + 58 = 195𝑘′  

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗  ك٢ أُؼبدُخ 𝑦 ٗؼٞع 𝑥لإ٣غبد ه٤ٔخ 

;   ℞𝑘𝜖∃ :    ػذد ٗغج٢ كبٕ ′𝑘ثٔب إٔ    𝑘 ′ = 𝑘 + 1  

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑥 = 232 𝑘 + 1 − 69   

𝑦:   ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  = 195𝑘 ′ − 58  

𝑦:   أ١  = 195 𝑘 + 1 − 58    

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑦 = 195𝑘 + 137   

 : ٢ٛ  𝐸 ٝ ثبُزب٢ُ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ 

  ثو٤ٔزٜب صْ ٗجغؾ3صْ ٗؼٞع  

  ثو٤ٔزٜب صْ ٗجغؾ 7صْ ٗؼٞع 

  ثو٤ٔزٜب صْ ٗجغؾ 10صْ ٗؼٞع 

  ثو٤ٔزٜب صْ ٗجغؾ 37صْ ٗؼٞع 

 

1 = 58 × 𝟐𝟑𝟐 − 69 × 𝟏𝟗𝟓 

1 = 58 × 37 − 11 × 195 

1 = 3 × 37 − 11 × 10 

1 = 3 × 7 − 2 × 10 

1ُذ٣٘ب : ا٠ُ اُؼَٔ  = 7 − 2 × 3 

195 𝑥 + 69 − 232 𝑦 + 58 = 0 

𝑦:  ٣ؼ٢٘  = 195𝑘 ′ − 58   

𝑥 195:   ٣ؼ٢٘  + 69 = 232 𝑦 + 58     ∗  

195 𝑥 + 69 = 232 195𝑘′  

𝑥:   ٣ؼ٢٘  = 232𝑘′ − 69  

𝑥:    أ١  = 232𝑘 + 163    

𝒮 =   232𝑘 + 163 ; 195𝑘 + 137   ∕   𝑘𝜖℞  

 ج 1 ∎

195𝑑:    ٗ٘طِن ٖٓ اُششؽ  ≡ 1 232   

232:   اُز١ ٣ؼ٢٘  ∕  195𝑑 − 1    

 ٚ٘ٓ ٝ   : ∃𝑏𝜖℞   ;   232𝑏 = 195𝑑 − 1  

195𝑑:    أ١  − 232𝑏 = 1  

 ٚ٘ٓ ٝ : 𝑑, 𝑏  ؽَ ُِٔؼبدُخ  𝐸 .  

,𝑑 ارٕ  𝑏  ٖٓ ػ٘ظش  𝒮 .  

 ٚ٘ٓ ٝ:  ∃𝑘𝜖℞   ;    
𝑑 = 163 + 232𝑘
𝑏 = 137 + 195𝑘

  

195:   ٝ ثبُزب٢ُ  ∧ 232 = 1  

 :ُذ٣٘ب ؽغت خٞاسص٤ٓخ أه٤ِذط اُٞاسدح ك٢ اُغئاٍ اُغبثن 

37:    أُشؽِخ الأ٠ُٝ  = 232 − 1 × 195  

10 :    أُشؽِخ اُضب٤ٗخ = 195 − 5 × 37  

7 :     أُشؽِخ اُضبُضخ = 37 − 3 × 10  

3 :     أُشؽِخ اُشاثؼخ = 10 − 1 × 7  

1 :     أُشؽِخ اُخبٓغخ = 7 − 2 × 3  

 𝐸  




